Sieťová analýza – Koval
Literatúra 
1. Modely sieťovej analýzy, - staršia kniha nedá sa už asi kúpiť 



Tu je naskenované na 4 časti → čerpá z nej dosť veľa pri prednáškach

1.cast http://dl.dropbox.com/u/42209943/5-72.pdf 

2.cast http://dl.dropbox.com/u/42209943/73-115.pdf  

3.cast  http://dl.dropbox.com/u/42209943/116-161.pdf 

4.cast http://dl.dropbox.com/u/42209943/162-218.pdf 

Skriptá 
2. Sieťová analýza, Gežík, Brezina – sú v skriptárni za 5,90€



3. + jeho sylaby

Škúška 
1. Test – 5 teoretických otázok



2. Vypočítať 3 úlohy - 

1. Metóda najkratšej cesty v grafe







2. Optimálne toky v grafe

3. Riadenie projektu v sieťovej analýze -  metóda CPM 
Na skúšku je vraj dobré priniesť si farbičky, veľmi oceňuje vymaľovávané grafy

Dáva krátke otvorené otázky.

Nie je nutné definície od slova do slova, podstatné je či rozumiete.

Za znenie úloh neručím, povedal to iba ako keby mimochodom, na konci prednášky.

Vôbec ich nebudeme na konzultácii počítať.

3. Projekt – zatiaľ rozdeliť sa na skupinky po 4-5 ľudí, zadania pošle na mali ( sám nevie kedy)
Preberieme 

1. Úlohy sieťovej analýzy

2. Úlohy lineárneho programovania – viazaný extrém
STRÁNKY S MATERIÁLMI 
http://teorie-grafu.cz/uvod/
http://www.fi.muni.cz/~hlineny/Vyuka/GT/Grafy-text07.pdf
http://pdf.truni.sk/hic/abas_diskretna_matematika.pdf
https://docs.google.com/viewer?a=v&pid=gmail&attid=0.3&thid=13c0507593f735bb&mt=application/msword&url=https://mail.google.com/mail/u/0/?ui%3D2%26ik%3D0998a71c6f%26view%3Datt%26th%3D13c0507593f735bb%26attid%3D0.3%26disp%3Dsafe%26realattid%3Df_hbj5tc4g2%26zw&sig=AHIEtbTIrpegymyg1OYCK3SUXTm0eB8Efw

1. História formovania teórie grafov

2. Základné pojmy a poznatky teórie grafov

3. Maticové a množinové opisy štruktúry grafov

4. Sledy v grafe a súvislosť grafov

5. Druhy sledov bez opakovania prvkov grafu

6. Eulerovské sledy v grafe, podmienky existencie a charakteristika eulerovských grafov

7. Najčastejšie úlohy s eulerovskými sledmi úloha čínskeho poštára

8. Hemiltonovské sledy v grafe, podmienky existencie a charakteristika hemiltonovských grafov

9. Najčastejšie úlohy s hemiltonovskými sledmi úloha obchodného cestujúceho

10.  Acyklické grafy. Les, strom, vlastnosti a príklady stromov, koreňové stromy

11. Kostra grafu. Hľadanie kostry, minimálne kostry

12. Planárny graf rovinná mapa a jej vlastnosti

13. Základné tvrdenia pre  farebnosť grafu, vzťah farebnosti a nezávislosti grafu

14. Príklady a riešiteľnosť úloh farbenia grafu

15. Invarianty grafov

16. Párenie v grafe grafová interpretácia priraďovacieho problému

17. Graf K5, Kuratowského graf a planárnosť konečného grafu

18. Efektívnosť, časová a pamäťová zložitosť algoritmov. Polynominálny, nedeterministický heuristický algoritmus.

19. Počet ciest v orientovanej sieti

20. Najkratšia cesta v sieti. Ford- Fulkersonov algoritmus

21. Dantzingov algoritmus hľadania najkratšej cesty

22. LP formulácia úlohy o najkratšej ceste

23. Najkratšie cesty medzi všetkými uzlami siete –metóda minimálneho sčítania

24. Zovšeobecnenie metódy minimálneho sčítania, zrýchlené sčítania

25.  !!!Najdlhšia cesta v sieti

26. Cesta s najväčšou pravdepodobnosťou

27. Optimálne toky v sieti ( na skúške len orientované siete)

28. Toky v sieti základné pojmy a zápisy

29. Maximálny tok v rovinnom grafe

30. Všeobecný algoritmus hľadania maximálneho toku

31. LP formulácie  úlohy o maximálnom toku

32. Minimálny tok v sieti

33. Dve základné tokové úlohy

34. ??? Ak nepošle materiály otázku vynechať

35. ??? Ak nepošle materiály otázku vynechať

36. Riešenie úlohy čínskeho poštára

37. ??? Riešenie úlohy obchodného cestujúceho → len hlavný princíp

38. Riešenie TSP metódou penalizácie uzlov

39. Riadenie termínové plánovanie projektov

40. ???  Hranovo a uzlovo orientované siete → spôsob transformácie US na HS a opačne

41. Časová analýza – hľadanie kritickej cesty v hranovo orientovanej sieti

42. ??? Celková nezávislá voľná časová rezerva → aké ďalšie rezervy existujú

43. Nákladová analýza, konštanta nákladového spádu, skracovanie kritickej cesty

44. Prečítať informatívne

45. Prečítať informatívne

46. Metóda PERT 
47. Charakteristika metódy GERT, typy uzlov

48. 49. 50. Vynechať
1. História formovania teórie grafov. (5-17)
Mapa 1

[image: image1.jpg]Vznik tebrie arafov
A e historicky spojend s technickou oblastou - dopravou
¥ stastnosti, ale nadvezuje na tito oblast celykomplex
cinnosti, ktoré mozu byt analyzované pomocou grafickej
reprezentacie
Grafy sit vhodny prostriedok na zobrazenie situici, oré
sa daji nézomit prostrednictyom konecnej mnoziny

| - bodov avzt'ahou medzi nimi

Euler (1700-1800) - zaciatky tedrie grafov

Riesil problém siedmich mostov mesta Kréfovca
irchhof (1800 - 1300) zakladatel tesrie grafov

Na zaKide tedrie grafov sformuloval zakony.

pre elekircké siste a prakiicke Ulohyz chémie

/| Caytey (1800-1800) analyzoval organicks zliésniny.
boy= atémy, éiary = vazby, graficks znazomerie
chemichjch vzorcou

Listing- kreslenie obrazkou minimainym pottom tahou

Hamitton(1 350)vjznarnn zakladiate! tesris grafoy.

slel i - Cesta okolo sveta

NaiznameiSie problémy teorie arafov
Problém siedmich mostov mesta Kralovea

- Mesto postavens na rieke, roziozens na pewnine a dvach ostrovoch,

s pevninou spojens 7 mostmi

- Je mozné néijst’takii trasu, kiord by prechadzala kazejm mostom iba raz
awrtila by nas naspét do vchodiskovéno miesta?

- Uloha nema riesenie nie je mozné tito trasu nakresli jsdnjm tahom,

pretoze graf neobsahuje tv. Eulerowu kruznicu,

Toto sa povazuje za prvi vetu tedrie grafov

Problém pohybu koria po Sachovici

Je to podobny problsm ako mosty ale vedis k najdeniu Hemiltonovske knuznice
Hemittonovska kruznica - umoznuje navtivit kazdjwichol arafu prve raz
awratia sa do prvého wicholu, Uzly s polia na Sachownici.

Hrana- ki preskakuje z jedného pofa na druhé

Datnes nemé tato Gloha kaneéné riesene.

Problém stvroch farieb

| Pre prentadnost geografickej mapy pouijeme farby.

Vanikia otézka kolKo farieb najmenejje potrebné na odiSenie plochy
Podmienkou J 72 Kz iva Staty maji pridelen in fartu
Shatime sa dokazat’ 7 na wyfarbenie mapy nam stacia 4 arby.
Riggenim 1 Je, 22 na wiarbenie takejto mapy e potrebng 5 farieh =
chomaticks cfslo planameno grafu e najmerte) 5
RieSenim 2 Kl nie vEetl matematici prialJo 32 4 farhy statia
Hemittonova hra - Cesta okolo sveta

Potistatou e cestovat z mesta o mesta (zwcholu do vicholu)
Katlé 2 20 miest navatht 1ha 12z 3 wdit sa do zatiatotného bodu
(Hemiltonova knnica)

Problém obchodného cestuiiiceho je roz5ienim Hamiltonove fy.
Gestujici musf mat £o najmensie nakiacy

probiém riesime prostrednictvor shodnoteného oratu,

Vichly S jeanotive mesta

Problém postara - najkratsia rasa 2vichodiskového vicholu

o vietkjoh frandch grafl  nawratom do vishodiskoveho bodu

| snasime sa najst Eulerovsky sleg. Vrcholy musia mat pamy stupef,





2. Základné pojmy a poznatky teórie grafov (17-27)
Mapa 2

[image: image2.jpg]Vicholy st prky mnoziny U
Susedné vrcholy

Ak hrana spaja 2 icholy-isto wrcholy si susedné
Prifahié vrcholy = susedné i take dva uzly

Koré spéija hrana -relécia, vztah

STUPEN VRCHOLU JE - je pocet hran s ktorjmi je vichol ui
incidentnj - spojen. Oznacujeme ho deg(ui)

Jeto poéet hran vstupujiicich aj wstupujiicich z rcholu

Stuped vrcholu v orientovanam grafe

® uniitorny stupni) deg+u)
@ vonkajsi (stupny)deg-(ui)

degui) = degs(u+deg-(u)
Stupeii wrcholu v nearientovanorm grafe je

rowny podtu hrén s nim incidentnjrmi (spojenymi)
Virehol stupia 0" sa vola izolovan - nie je spojenj zo Ziadym injm

Prilaiyvrchol

[z Izolovanj wihol
\ Zakladné Rozvetvens vrchol
|\ T Hrana
J Vicholy st prvky mnoziny U
Obycaing hrana

Hrany st prvky mnoziny H - il alebo usporiadand dvojica (uiuj}
Orientovana hrana

Ak e hrana dand zafiatoénjcm a koncavim vicholom aznagend $ipkou
hovarime o orientovane] hrane

Prifahié hrany - dve hrany Kloré maji spologny uzal su prifanié
Nasobné hrany - s niekolko hran spajajicich romake dva icholy
Kloré st v3etky neorientované alebo vsetky siihlasne orientavané obr.
Rovnobezné (paralérne) hrany ob.

Akt isti dvojicu wreholov spajaji minimalne dve hrany hovorime o
rowobeznjch hrandch

~posudzujeme to ak uréujeme niektors viastnosti v grafoch s nasobnymi
hranarmi napr. stupef uzla, uréenie grafu, sivislost grai

Jednoduché arafové Struktiry.
Slucka obr.

Slucka je hrana koré zaina aj konéi v jednom wchols je incidenénd
s jednjm weholom

Linka (obyEain4 hrananje incidenénd (spojend ) s dvama vichalmi





K úplnému popisu grafu G(V,H,I) teda potrebujeme

* Vrcholy V(A,B,C,D)

* Hrany H(1,2,3,4,5)

* Incidenciu I – vyjadrujeme ju incidenčnou tabuľkou alebo maticou

Značenie v grafoch môže byť rôzne ale
Vrcholy značíme U,V + index i

Hrany značíme H,F + dvojindexom ij
[image: image3.wmf]
Úloha s kamarátmi

V skupine 6 ľudí existuje práve 11 známych dvojíc. 

Vzťah "poznať sa" je vzájomný, tzn. ak osoba A pozná osobu B, potom B pozná A. 

Ak sa ktokoľvek zo skupiny dozvie nejakú správu, povie ju všetkým svojim známym. 

Dokážte, že sa týmto spôsobom správu dozvie nakoniec všetci.

Riešenie

Kamarátov si zakreslite ako vrcholy, vzťah "poznať sa" použite pre hrany a využite vlastnosti úplných grafov. Kamarátmi (známe) si zakreslíme ako graf o 6 vrcholoch. Graf bude neorientovaný.

[image: image4.png]



Úplný graf zo 6 vrcholmi

Predstavme si situáciu, že sa pozná každý s každým 
- pôjde o úplný graf o 15 vrcholoch (stačí dosadiť do vzorca pre výpočet počtu hrán v úplnom grafe).

- zo zadania vieme, že hrán v grafe bude 11

- 4 hrany z grafu odoberieme.

- každý vrchol je ale spojený s ostatnými 5 vrcholy, 
- ak odoberieme 4 hrany jednému vrcholu, graf stále zostane súvislý 
→ každá správa sa dostane ku všetkým kamarátom.

* * *
Izomorfizmus

Podľa definície je graf zadaný svojimi vrcholmi (množina V) a hranami (množina E).

Ak budeme konkrétnu situáciu popisovať pomocou grafov, môže sa stať, že 2 grafy zodpovedajúce rovnakej situácii  budú mať rôzne označené vrcholy a v obrázku umiestnené  vrcholy iným spôsobom.

V úlohe o kamarátoch z úvodu použijeme pre označenie vrcholov raz písmená krstných mien a druhý krát kamarátov očíslujeme. 

Grafy sú na prvý pohľad rôzne - stále ale opisujú rovnakú situáciu (kamaráti sú stále tí istí). V takom prípade hovoríme, že dané dva grafy sú izomorfné.

Či sú grafy izomorfnosť môžeme overiť tak, že nájdeme spôsob, ako by sa museli vrcholy prvého grafu premenovať, aby zodpovedali vrcholom druhého grafu - premenujeme ak vrcholy A a B na 1 a 2, musí byť 1 a 2 spojené hranou, ak boli A a B spojené hranou (a samozrejme 1 a 2 nesmie byť spojené, ak A a B neboli spojené hranou).

Takému "premenovaniu" potom hovoríme bijektivne zobrazenia.

Bijektivní je synonymum pre vzájomne jednoznačné - každý vrchol sa zobrazuje na práve jeden (dva pôvodné vrcholy sa nikdy nezobrazí na jeden nový, ani jeden pôvodnej na viac nových).

Príklad takéhoto premenovanie pre grafy z obrázku  by bolo: A → 1, H → 3, P → 4, V → 2.

[image: image5.wmf]
Izomorfné grafy
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Izomorfné grafy

Príklad: Zápis grafu

1. Zapíš graf výpočtom vrcholov (a,b,c,d,e) a skráteným výpočtom hrán (ac,ba,be,cd,de).

Nakreslite ho . O aký typ grafu ide?

Obr.1.1.
[image: image7.jpg]



Ide o kružnicu dĺžky 5

Prečo?

Kružnica dĺžky „n“ má n≥3, spojené do cyklu.

* * *

1.2. Pre akú hodnotu „n“ je úplný graf Kn zároveň cestou.

Pre n=1, je to cesta dĺžky 2

Prečo? 

Úplný graf na n≥1 vrcholoch  má „n „ vrcholov, všetky vzájomne pospájané. 

Celkovo 
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hrán.
Cesta dĺžky „n“ má n+1 vrcholov.
Úplný graf  je graf v ktorom existujú hrany a medzi dvojicou všetkých hrán je  vrchol.

Počet hrán úplného neorientovaného grafu je 
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* * *
1.5./4

Príklad: Existuje graf zo stupňami vrcholov 111234.

1. stupne usporiadame podľa veľkosti

111234
2. prvé číslo v postupnosti odpíšeme posledné vynecháme, od ostatných odpočítame -1

10012

3. čísla znovu usporiadame

00112

4. postup opakujeme dovtedy kým  nevidíme jasné vzťahy stupeň vrcholu je 0 alebo 1

0000

5. ak taký graf existuje vieme ho nakresliť

Ako: obrátime postup vieme z neho nakresliť graf
1. začíname so štyrmi vrcholmi bez hrán 0000
2. pridáme vrchol stupňa 2 z postupnosti 00112
3 pridáme vrchol stupňa 4 z postupnosti  111234
Príklad. Graf ktorý neexistuje- nedá sa nakresliť
Existuje graf s postupnosťou 111123467?

111123467 

10001235 usporiadať

00011235
0,-1,-1,0,0,1,2 skončili sme pretože stupne v grafe nemôžu byť záporné – takýto graf neexistuje

Obr. 1.5
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Mapa3[image: image11.jpg]Graf je objek ktorf vznike
pospéjanim icholov, ciarami
Graf je usporiadand dvojica
dvach mnoin G (UH)

= Obyéajnj grat

Gray sa tasto zadavajil
obrazkom alebo wpodtom
~vitholay

- aleho hrén

Definicia grafu
U=Qui%i=(1,2.3,.0)

U- vichol (uzol)

prkey noziny wicholov
ui- prky grau

U= {utu2us. }

- neprézna mnozina icholoy
21230

H-hrana (ilara)
prkey rnoiny hrén

hij-je neusporiadand dvojica
weholovich bodo {ui, uj}

H= {01, h2, h3.
~kaidd hrana h patri mnozine H
Je to usporiadana mnozina
witholavz mnodiny U

NEORIENTOVANY GRAF obr. 2.2

Je to 3pecialny pripad orientovaného orafu u na poradi vcholov nezalezi
Akwherieme 2 mnoziny hran fubovolné kombindcie(1 2), (3.4, (3.5)
ziskame konenj neorientovany grat

Neorientovana hrana

Je spojnica dvoch wicholov je to neusporiadand dvojica vrcholov

- zachytava skir statickeé modsly reality

0 grafe ako o konecnom hovorime ak graf obsahuje koneénj pocst prvkoy

ORIENTOVANY GRAF obr. 2.1
Graf korého vSetky hrany si orientovans je orientovanj
Orientovana hrana

Hrana ktord spéja 2 wcholy a je oznacend Sipkou je orientovana

Je to usporiadan dvojica vrcholov uiuj

asto zachytéva dynamicky model reality

U=Cu i} i=(1,2.3,.0)

H (mnozina hrén) je podmnoZina mnoziny W

W je mnozina vaetkjch variacil drunej triedy bez opakovania prvkov
UM o podrmnozina W)
potom js usporiadand dvajica

=(U,H) orientovany graf

MIESANE GRAFY - Je to graf Ktory mé hrany orientované aj neorientovans |
IZOMORFNY GRAF - je relécia (ztah) ekivalencis(romost)

Vicholy orafu G (xy) méZeme jednoznaine privadit kvicholom () oraf 6°

Akmé byt oraf G a G izomorfny musia mat- vistiy grafové charakteristiky
rowaky - pocet icholoy, hrén, komponento aj valenéns postupnosti
Veta 6 - Grafy G¢cy), 66,y sil izomoring ak

@ maji rovnakj pocetwcholov a hran
@ pre ichvrcholy () plati

@ degtg=deg() - stupei weholu grai deg(x)=deg-(x)+deg+(x)

@ deg-(9=deg-(¢) - stupef niitomsho vicholu ~vstupujics hrany

@ deg+(g=deg+(x) - stupei vonkajsieho wreholu -wstupujics hrany

Rozdelenie

grafov.

PRAVIDELNY GRAF fe graf, ktory ma vSetky wcholy rovnakého stupfia s
Faltor grai (alebo faktory podigra je taky podgra grafu G pre kiory platl
- 75 obsahuje vistiy wcholy grafl G

Fravideiné grafy mézu mat stupefi

S0-nulové, S1 linesme, 52 kvadraticks, 53- kubické

Veta SSV2 - Pravidelny araf
Graf Korj ma "n" wcholov a stupne 51,52, Sn, existule wedy ak siiéet stupfiov
51482+ Sn je pame ifslo

Désledok:
Pravidelny graf stupfia

s

rcholmi existuje viedy ak jedno 2 éisel 'n" aleho " je péme

NEORENTOVANE obr.22 | | ORIENTOVANE obr.2.1. | | ZMIESANE
GRAFOVE | | Grafobycainy | orograt || wigrar

Muligraf Mulidigrat Multmiorat

Pseudograr Peutotiorat Peudomigrat

[ PODGRAF - Podgraf 6 arafu G vznikne viedy ak grafu wpustime
niektors weholy a tomu zocpovedajice frany alebo iektord 2 tjchto hrdn
Bpesiaine by podaraow indukovan, inedme, aktor
NADGRAF - je taky araf G grafu G re KoryJe graf G podgraforn

SPECIALNE ||

PRAZDNY GRAF -neohsahuije wcholy
GRAFY

TRIVIALNY GRAF - jeden vrchol bez hrén

DISKRETNY GRAF - izolované vcholy bez hran

SUVISLY GRAF - dva vcholy spolu siivisia Je medzi nimi reldcia
KOMPLETNY GRAF Kn (ipin) je graf bez sluciek a rowobeznch hran
ka2 dva icholy st susedné = spojené hranou

- medz kazdimi dvomi vicholmi Je relicia

“Tento typ gral e dledit pri hladani optimalne] cestyv sietovor orafe
Winoget poétu hran kompletného grafu str. 24

KONEENY GRA -pocet vicholay e konedny, vietky vichaly maji koneény stupefi
Veta SSV1. Konecné arafy

- Sudet stupiiov vaetkjch visholov v konegnorm orafe je parny(Kadr)

- Je rovn dvojnasobku poctu hrén tohoto orafu

) - sum deg(y) = 21H] (Hje hrana, sum je siicey

Désledok: Potetwcholov nepameno stupiia je v kanegnom orate parmy
Nekonecny araf -uraf neobsahuje koneény pocet prvkor
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obr.2.1. Orientovaný graf

[image: image13.png]


obr.2.2. Neorientovaný graf
[image: image14.wmf]
Príklad: Izomorfizmus grafu (dva rovnaké grafy)
[image: image15.png]



Hľadaným isomorfismom je napríklad zobrazení: a→1, b→3, c→5, d→2, e→4, f→6
Graf H je izomorfný z grafom G ak 

1. Majú rovnaký počet vrcholov

2. Majú rovnaký počet hrán

3. Majú rovnakú postupnosť stupňov

4. Potom môžu byť dva grafy izomorfné

5. Musíme ďalej skúšať všetky prípustné možnosti ich zobrazenia f: V(G) →V(H)

Príklad 5/1.7

Sú tieto dva grafy izomorfné?

Obr.1.7.
[image: image16.jpg]



1. Všímame si najprv vrcholy a stupne týchto vrcholov
- s najväčším stupňom

- s najmenším stupňom

- najviac symetrické

- najviac na ľavo v oboch

- najviac na pravo v oboch

2. Nájdeme prvý charakteristický vrchol a dáme mu číslo (1)

- označíme číslom (1´) vrchol druhého grafu ktorý mu zodpovedá
- označíme ostatné vrcholy prvého grafu v smere hodinových ručičiek

- hľadáme ďalšie najprv charakteristické vrcholy

- pre nás to bude vrchol 4 a zobrazí sa do vrcholu 4´

- vrchol 4 je spojený s vrcholom 3 preto vrchol  4´ spojíme s vrcholom 3´

- takto pokračujeme ďalej hľadáme susedov uhlov

- kým nedoplníme všetky vrcholy grafu H

[image: image17.wmf]
Príklad 5/1.8

Ďalšie grafové pojmy ktoré hľadáme

Špeciálne prípady  ktoré hľadáme a ak sa nevyskytujú v oboch grafoch grafy nie sú izomorfné sú

1. Podgraf H patriaci grafu G, ktorý je izomorfný nejakej kružnici hovoríme kružnica v G

2. trojuholník – je to kružnica dĺžky 3

3. cesta v G – podgraf v H ktorý je izomorfný nejakej ceste v grafe G

4. klika v G- úplný podgraf

5. nezávislá množina X v G – podmnožina vrcholov medzi ktorými nevedú cesty

6. indukovaná kružnica – je indukovaný podgraf izomorfný v nejakej kružnici

Obr. 1.8/6

[image: image18.jpg]



- V tomto prípade graf A a graf B je zhodný vo vrcholoch, hranách, stupňoch. 

- Ale nie sú izomorfné

- Graf B obsahuje a graf A neobsahuje trojuholník

Rozdelenie grafov

[image: image19.jpg]| Obycajny graf - neobsahuje orientované hrany, sluéky ani nasobné hrany |
7\ el graf- nechsanule onienlovanc ey, S

eabsahuje orientované hrany a siuéky |
*{ Pseudograf - neobsahuje orientované hrany |

,‘{ Digrat- neobsahuje neorientavané hrany, sludky ani nasobné hrany 1

i réizne orientované rowobedné rany mae obsahovat
grafov || Mutidigraf - neabsahue neorientované hrany a slucky |
*{ Pseudodigraf - neobsahuje nearientované hrany |

lgraf - neobsahuje nsobné hrany a siucky

ieobsahuje slutky
" Pseudomigraf - mze obsahovat vietky druhy hran |
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Obr.  2.3. Násobné hrany
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Základné druhy grafových štruktúr
Podgraf

[image: image22.png]NAT A
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Podgraf

[image: image23.jpg]Podgraf (indukovany podgraf) vznikne widgenim
niektarjeh wcholoy a zaraveri hran z pavadnéha orafu

|| (Womponent grafu jetaky sisty podarat gratu 6
| | Mory e je sbsiatnuity v sacnorm v Som sivisiom podorate
Podgrafje viesrii grafoy ||| orafuG

podmnoinou uréiteho grafu || | SIMsIY oraf - grafje sibisly ak mé prave jeden komponent

[ Artikuacia je vrchol nearientavanéha orafu z Kiorého
wychadzaj dve rézne hrany fieto sucasne nepatria Ziadne] knunici grafu

\[ Most - hrana h sa vola most ak araf G(h)
mé vaisi poiet komponentov aka grag G





!!!Artikulácia grafu obrázok
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V tomto grafe je hrana 4-6 mostom a vrchol 4 artikuláciou.

3. Maticové a množinové opisy štruktúry grafov

[image: image25.jpg]Matica susednosti
Mérne graf G(yh). Je to graf's "n" wicholmi
vrcholy oznaéime vi,.n

Matica susednosti grafu G js Stvorcova matica

1 pre v, vi}patri H
aij={

A{W
Je zépis pormocou matice 0inak

Incidenéna matica - pre neorientované gray
Neorientovanj graf G(vh) s "n" icholmi a
Jetomaticamxn

hranarmi

1 - ked'hrana hj e incidentnd s wieholom vi

(i) kdle mi

0 -inak





[image: image26.wmf]
Príklad: Postup vytvárania matice susednosti

1 Najprv si všetky vrcholy očíslujeme.

2 Za rozmer matice musíme zvoliť počet vrcholov. Keby sme mali napríklad graf so 4 vrcholmi ale maticu rozmerov len 3 × 3, nemohli by sme zapísať hrany vedúce do / z štvrtého vrcholu.

3 Ak vedie medzi dvoma vrcholmi hrana, zapíšeme do matice na pozíciu (číslo jedného vrcholu, číslo druhého vrcholu) a na pozíciu (číslo druhého vrcholu, číslo prvého vrcholu) číslo 1. Inak zapíšeme 0.
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* * *

Pokiaľ máme graf, ktorý modeluje spojenie, alebo sieť zaujíma nás aké máme možnosti, že sa dostaneme odniekiaľ - niekam. Chceme mať možnosť dostať sa z každého miesta do každého miesta. V takomto prípade grafom hovoríme SÚVISLÉ GRAFY
Súvislé zanemená možnosť prechádzať medzi vrcholmi po hranách

4. Sledy v grafe a súvislosť grafov (25)
Mapa 4

[image: image29.jpg]| SLED v grafe je konen postupnost hran
— dve po sebe nasledujtice hrany majd spoloény vrchol
- koncovj bod jednej hrany je zagiato&njm bodom druhej
Fah - tan je sled v Korom s hrany neopakuid
Cesta - ide o takj sled v ktorom sa neopakuje Ziadna hrana R —
- KaZda cesta je tahom opaéne to neplati Analogické pojmy pre orientované grafy
Cyklus (kruZnica) - je cesta ktora ma aspori jednu hranu,
- neopakuje sa Ziaden vrchol s vjnimkou zadiatku.
Zaiatok sa rovnd koncu = uzatvoreny sled
Siet - ohodnoten; jednosme; graf
Upiny graf - je araf v ktorom existujnrany medzi v3etigmi |_Polygon = Cykius grafu
avojicami wcholov
siivist§ (spofity) araf - e grafy Klorom moZeme kadé jeho dva
vicholy spojit sledom
Faktorovy podagraf - je taky podaraf v ktorom mnozina vrcholov
Zzostane rovnaka a mnozina hran je podmnozinou pévodného grafu |





Ekvivalencia je  relácia (vzťah) dvoch vrcholov u, v 

Hovorí že sled začína vo vrchole v a končí v u → relácia ekvivalencie

Triedy ekvivalencie  sú komponenty súvislosti grafu → podgrafy

Veta: Ak medzi vrcholmi grafu existuje sled, potom medzi nimi existuje cesta
Cesta v grafe je vlastne sled bez opakovania vrcholov

Komentár: Je to o tom, že sa pôvodný sled skráti o opakované vrcholy, až napokon vznikne cesta

5. Druhy sledov bez opakovania prvkov grafu

Mapa 4
[image: image30.jpg]SLEDY- Sled js alternujiica postupnost vicholov  hrén Kiord sa konéiwicholom
Sledv grafe tvori koneéna postupnost wicholov, alebo hrin s viastnostou ze
dve po sebe nasledujice hrany majd spoloénj vichol

® otvoreny sled

Je sled kde nie je koneénj a zaciatocnj wehol totoznj
» uzatvoren sled

e sled kde je koneén a zadiatoénvichol totozny

Aksled obsahuje m-hran hovorime o slede dizky m

Dizka stedu je poet rdn tahoto sledu
Kazai poitarme tofko krdt kofko kit sa opakuje

SOVISLOSTIV GRAFOCH

‘Sivisly graf e graf Kiorého fubovolné dva icholy spolu sivisia

- sil spojens sledom - postupnost vichol hrana

Siislost e moznost' ako prechédzat 7 jedného vicholu do druhého
Komponent grafu je tak sivisly podgraf grafu G

Kiory nie je absiahnuty v ziadnom vaSom sivislom podgrafe orafi 6
Sivisly graf - grafje stvistj ak ma prave jeden komponent

4 Rez - oddeluje v grafe weholy uy (uy je mnoging prvkovz R)
Siaoy, ked - kaidy sled zu do obsahuje aspon jeden prvokz R
\ vorate || " oy njaics podmnofina mnoing R nema predchdczalicu istnost
| PREEY ~aku aniv do mnoiny R nepatria
9rafov || Typy rezov- vchalovy- iba vichaly
\ - hranoj- ioa hrany
y - artikulécia graf - edden vichol Kory tory ez sém

- mast- hrana Kloré tvori ez
Spojente - je sled zu dov grafe G

Naikratsie sledy - sledy ktoré mai najmensiu dizu
Najdihsie sledy - sledy iors maji najvadsiu dizku

VZDIALENOST A METRIKA V GRAF!
Sled je postupnost vichol hrana
Vadialenost d(u) je dizka zu dov - najkretSieho sledu
najkratsia vzdialenost”d(uy)
-ak d(uy) = nekoneéno, potom neexistuje sled(spoinica)
- akd(u) = dtvu) potom hovorime o vzolialenostivicholoy
Veta V6 - Vzdialenost'dvoch wcholo
akuvw st Fubiovolné vicholy stvislého neorientovaného orafu
Potom - d(uv) e vidy celé nezapomé islo

- akd(uy) =0 potor u=v.

- d(uy) = dv)

Trojuholnikova nerovnost’

- d(uy) + dvw) e vaESie aleto rovné diuw)
Excentricita exctv) wrcholu
Je o navisia ztielenost zv do iného vicholu
Priemer arafu je najvaiia excentrita jeho vicholov
Polomer e naopak naimensia excentita rad (6)
Centrum grafu. je mnoina vicholov takjch Ze excentrita je
rovns rad(G)
Metrika grafu - e je stbor vzsialenosti medzl vietkjmi dvojicami
wicholoy, Metrika oraf je matica - dvojrozmemé pole





Vzdialenosť a metrika (grafová vzdialenosť) v grafe

Niekedy okrem informácie ako sa dostať z vrcholu do vrcholu je potrebné aby sme vedeli ako je ďaleko z jedného do druhého vrcholu.

V jednoduchších prípadoch zisťujeme len počet prejdených hrán v grafe.

Vzdialenosť vrcholov v grafe

Každý z týchto  grafov  môže mať k prvkom svojej štruktúry priradenú určitú hodnotu (váhu), ktorá reprezentuje výhodnosť prechodu daným prvkom. 

Takýto graf potom nazývame ohodnotený alebo vážený graf. Rozoznávame hranovo ohodnotený graf a vrcholovo ohodnotený graf. Ohodnotené hrany môžu napr. reprezentovať vzdialenosti medzi miestami, ktoré predstavujú jednotlivé vrcholy. Pomocou takto ohodnotených grafov sa dá reprezentovať a riešiť množstvo praktických problémov.

Príklad metriky

	-
	Most
	Kladno
	Praha
	Kolín

	Most
	0
	63
	96
	157

	Kladno
	63
	0
	33
	102

	Praha
	96
	33
	0
	69

	Kolín
	157
	102
	69
	0


6. Eulerovské sledy v grafe, podmienky existencie a charakteristika eulerovských grafov (26)
Mapa 6

!!!Veta E4 

Konečný eulerovský graf ktorý má dva párne vrcholy nepárneho stupňa, možno rozložiť na „p“ otvorených ťahov –sledy bez opakovania hrán.
!!!Ako zistiť či graf je alebo nie je eulerovský
Ak je to konečný graf aspoň s jednou hranou, je súvislý a možno ho rozložiť na cykly
Graf je eulerovský→ ak graf má eulerovský uzatvorený ťah → sa dá nakresliť jedným ťahom, vtedy ak je graf súvislý, neprázdny, konečný

1. Uzavretý→ ak má všetky vrcholy sú kladné
2. Otvorený →ak má vrcholy záporné
[image: image31.png]



Kaliningradské mosty v grafe

[image: image32.wmf]
Príklad:  Nakreslite graf jedným uzavretým ťahom alebo zdôvodnite, prečo to nie je možné:
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Vrcholy s nepárnym počtom

[image: image36.png]Vreholy s lichjm stupnm




8. Hemiltonovské sledy v grafe, podmienky existencie a charakteristika hemiltonovských grafov

Mapa 6

!!!Hemiltonovské grafy
Je to sled ktorý obsahuje všetky vrcholy grafu – hemiltonovské kružnice. Graf ktorý má aspoň jednu hemiltonovskú čiaru –hemiltonovský cyklus.

Nutná podmienka HG: Graf je konečný, neprázdny a súvislý, neexistujú mosty a artikulácie

9. Najčastejšie úlohy s hemiltonovskými sledmi úloha obchodného cestujúceho

V teórii grafom sa často riešia problémy hľadania určitej cesty alebo ťahu. 

Frekventovanými sú napríklad úlohy, pri ktorých treba nájsť kružnicu, ktorá prechádza všetkými vrcholmi grafu.

Jedná sa o tzv.Hamiltonovskú cestu, ktorá je pomenovaná podľa Williama Rovana Hamiltona, 

Hamiltonovská cesta aplikovaná na hranovo ohodnotené grafy je známa ako problém obchodného cestujúceho. 

V tomto probléme má obchodný cestujúci navštíviť n miest, ale precestovať pritom najkratšiu vzdialenosť. 
[image: image37.jpg]Eulerovské
aHemiltonovské
araty.

Medzi najstarsie riesené problémy tedris grafor
pati Eulero problém Siedmich mostov mesta Krlovec.
= kreslenie grafujednjm tahom

Rozbor problému:

Tahje sled v orafe bez opakovania hrén
Uzawretyt'ah je tah kory konéivo wehole v kiorom zadal
Tedria grafu od Eulera potom znie

Eulerovskj sled- obsahuje vietky proky grafu- wrcholy, aj hrany

Eulerovsk iara grafu - mnoZina vSetkjch uzavretjch eulsrovskjch trat grafu
Grat

Eulerovsky graf- obsahuje asporijednu eulerovski éiaru

Gednu uzatvoren eulerovski trat)

teda uzatvoren sled obsahujici vaetky prvky

Eulerovs}
Uzatvoreny je nepréziny, konetny, stvistj orafv klorom sa neopakuje #iatna hrana
akazdy vrchol ma parny stuperi

Otvoreny- je neprazny, koneén, sivisly graf v kiorom sa neopakuje Hadna hrana
aktory obsahuie dva parme vrcholy neparneho stupiia

Definicia

61, 62..6s sii podgraty grafu G (fahy a trate)

Graf G mozno rozloit na podgrafy 61, 62..Gs ak

1. ak sa kazda hrana nachédza préve v jsdnom podrafe 61, 62..Gs
2. ak'sa kazgj uzol nachédza aspoi v jednom podgrafe 61, 62..Gs

Veta E1 Koneénj graf aspofi s jednou hranou je Eulerovsky préve wedy
kedje sivisly a mozno ho roziozi na cykly

Veta E2 Graf ma uzavrety sulerovskj fah prave viedy,

kedje neprézany konedny a sivislj a kazdj jeho wehol ma pamy stupefi
VetaE3 Grafmé otvoren; eulerovskj tah préve viedy

kedje koneénj a siivisly a ma prave dva wcholy neprmeho stupha

Veta E4 - Konecnj stivisy raf Ktory mé dva péme wrcholy nepémeho stupfia
mozno rozloit na p oivorenjch tahou (sledy bez opakovania hrén, nie wicholoy)
anemoana roziodit na men3i poet tahoy

Veta E5 - Neorientovany raf e Eulerovsky edy, ked je neprézany sivisly,
koneény a kazdj jeho wehol ma pamy stupefi

Veta E6 - Orientovany graf je Eulerovsk prave viedy, ked je neprézdny sivisly,
koneén a rowovéiny

Hemittonovsky sled - obsahuje vSetky vicholy grafu (knunice, okruhy, cesty)
Hemittonovskd Ciara - je Hemiltonovsky cyklus

Definicia

Hemittonovskyj graf - obsanuje aspofi jeden Herniltonovsky cyklus,

teda uzatvoren sled obsahujici véetky vicholy

Nutn podrmienkana to aby bol araf Herniltonovski je jehokanegnost,
neprazdnost, sivislost a neexistencia mostov a artkuldcii

Veta H1 - Kazdj neprazcny koneénj kompletnj raf mé hemittonovski drahu

@ neprazeny koneénj kompletnf graf nemusi byt hemitonovsky

Veta H1- Kompletj grat s hemiltonovsky préve viedy a len vtedy ak mé aspofi
trivicholy js koneény a silno sivisly





!!!Eulerovské grafy obrázok
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Incidenčná tabuľka grafu

	HRANA
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	VRCHOLY
	A
	A
	A
	A
	A
	B
	C

	
	B
	B
	C
	C
	D
	D
	D


Štyri časti mesta znázornime len jednoduchými bodmi, ktoré potom poprepájame čiarami predstavujúcimi mosty 
Euler potom poukázal na to, že aby bolo možné prejsť nejakým vrcholom (pevninou) bez toho, aby po jednej hrane (most) neprešlo viackrát je potrebné, aby daný vrchol obsahoval aspoň 2 hrany. 
Jednu hranu treba na vstup do vrcholu a druhú na výstup.
To znamená, že na to, aby sa dalo prejsť všetkými hranami spojenými s daným vrcholom, musí byť daný vrchol párneho stupňa (mať párny počet hrán). 
To však nemusí platiť pre vstupný a výstupný vrchol, pretože z týchto dvoch vrcholov sa nemusíme ďalej presúvať. 
Daný graf má štyri vrcholy, kde dva môžeme považovať za vstupné a výstupné. Pre tieto platí, že môžu obsahovať aj nepárny počet hrán. 
No ďalšie dva vrcholy musia už byť párneho stupňa, pretože sa na nich vstúpi a musí sa z nich dať aj vystúpiť. 
Keďže všetky vrcholy v danej úlohe sú nepárneho stupňa (stupeň vrchola a je 5, ostatné majú stupeň 3), úloha je neriešiteľná.

7. Najčastejšie úlohy s eulerovskými sledmi úloha čínskeho poštára
10.  Acyklické grafy. Les, strom, vlastnosti a príklady stromov, koreňové stromy

Mapa 10

[image: image39.jpg]| Pamny graf - je grafv ktorom vetky kruznice majii pamu dizku
~je graf bez knuinice
Les - je graf bez knuZnice
-jeto Speciany typ acyKlického grau tak ako aj kostra grafu

‘Acyklicky araf je tak graf Kory neobsahuje cykly ani okruy
Strom!

~ je neprézdny siivisly graf, Ktory nem kruznice

~ miniméiny pogetrcholov je n a pocethrén je n-1

akje to neprazdny koneénj graf

s nvrcholmi a m hranami potom plati n=m1

Korefiové stromy
V stromovjch Struktirach sii v grafe okrem beznjch informacii
e3te dodatoéné informacie

— jeden vicholje oznacenj ako korefi stromu

2neho strom vyrasta (napr. zadiatok ulozenia dat)

— kazdj strom obsahuje korefi stromu

~ je to vrchol oznaceny k pre Ktory plati

® deg-{uk)=0a
@ deg*(uk)je viac ako 0

Korefiovj strom fe takj strom Klory ma jednoznacne urceny korefi
~jetostomT

~» Koreihje pevne vybranj vrchol uk patriaci U

| Korefiowj strom mézeme oznatit ako G{UK.uk)

[ veta 1: strom s viac ako jednym wcholom

obsahuje vrchol stupfia 1

Veta 2 Siron s "n" weholmi mé presne

n-1 hrén, pre nje vacSie ako 1

Veta 3: Mecz kaidjmi cvomi vicholmi je

préve jedna cesta.

Désledok -pridanim hrany vznikne jedna ktuznica
| Veta 4: Strom je minimainy stvisy graf

Veta 1: Korefiovy strom T s korefiom k 2 s vrcholom v

~» uje potom sused vrcholu v smerom ku korenu k

~ vrchol stupiia 1 fubovolného stromu je list

Centrum stromu T je bud vrchol alebo hrana Ktori najdeme
Speciainym postupom

~niitory Korefiowy strom- Korefije jedinjm stim grafu

- vonkaii Koreriowy strom- Korefije jedinjm prameriom arafu

Postup pre najdenie centra stromu
1 Ak mé strom koref = centrum

2 Akmé strom 2 vicholy centrom je
hrana spéjajiica tieto dva vicholy

| Ak to nieje takto

1~ Vytvorime mensi stron T patriaci T
2-2Twynechame vaetiy listy

Tie neprézdny graf

3-wrti nds to na predchadzajci bod

Veta SO - Graf G je lesom vtedy ak kazdj komponentlesa je strom
- Les je stromom prave vtedy ak je neprazdny a sivislj
Veta S1 - Graf G je stromom prave iedy, ked neobsahuje slucky

Veta 2 -konecnj sivisy oraf s nwcholmi am hranami e strom
préve viedy
| kedn=m=1 alebo m=n-1
to znamen 2e pocet hrdn je o 1 mens ako pocetwcholov
Prikiady stromovej struktiry
~Kasifiatnd
~fodokmene
- fozhodovacie diagrami
| - stromy systémov

a pre Iubovoliné vicholy uv grafe G exstuje préve jedna cestazu do v

rekurzivne centrum





Kostra grafu

Kostrou grafu nazývame taký faktor grafu, ktorý neobsahuje tzv. kružnice.

Kružnicou (cyklom) v grafe hovoríme postupnosti vrcholov a hrán (v0, e1, v1,..., et, vt = v0),

Najkratšia kružnica je trojuholník (graf s tromi vrcholmi)
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Najkratšia kružnice (trojúhelník)

11. Kostra grafu. Hľadanie kostry, minimálne kostry

Mapa 11

Príklady na obidva algoritmy zistiť počet kostier - matica susednosti, determinant 

[image: image41.jpg]Kostra arafu - pod pojmom kostra grafu rozumieme
tak strom neorientovaného orafu G=(V,H)

pre Ktorého podgraf G'=(V"H) plati Ze V"=V a H'pari H

~ Kostra grafu obsahuje véetky vicholy

~ ajednu hranu medzi icholmi

~ postupne odstranujeme hrany, Ktorjch wynechanim
nenarusime stvslost grafu - neobsahuje cykus

~ Katdj sivislj araf ma kostru arafu

— Grafmoze mat niekofko kostier

Ziednodusene - sii to v3etky wcholy grafu s minimom hrén
Koré driia graf pohromade

— poget kostier nie je jednoduché urcit,

Dé sa to pri Specialnych Struktirach

1. Uplnj graf- Cayleyho formular
2. Kostra kruinice-
3. Poget kostier stromu

Miniméina kostra grafuje taks kosira arafu v ktorej je
siicet ohodnoteni hran kostry minimainy

‘» rieSenie pomocou matematického programovania
@ 3peciaine algoritmy (Kruskaloy, Primoy, CHu-Liubov)

Kostra nesivisiého arafu faktor F graf G Kiorj je lesom
avKlorom dva wcholy stuisia préve viedy ak sivisia v grafe G
Panokomkletn graf (biparitnj graf) Kmn m nasledowné viastnosti

1. mnozina wcholov pozostava z (m+n) dvoch skupin wcholov
2. kaidjwchol uijednej skupiny je spojen; linkou

s kazdjm vrcholom v drunej skupiny
Knm je oznacenie len ak je graf neorientovany.

Hiadania kostry arafu = koneéného sdisIého graf

Algoritmus 1.
Do hiadanej kostri postupne zaradujeme jednotivé hrany grafu
vlubovolnom poradi

tak aby nevznikda krunica

akuz nemozeme pridal Ziadnu hranu, ziskali sme kostru grafu
Algoritmus .

Z grafu postupne vynechavame v fubovolnom poradi hrany
Koré pattia aspofi do jednej kruznice

Ked uz nemézeme vynechat iadnu hranu bez straty sivisiosti
ziskali sme kostru grafu





Minimálna kostra grafu 
- je to kostra v ktorej je súčet ohodnotení hrán minimálny.

Úloha spočíva v tomto

- nájdeme vzájomné prepojenia medzi všetkými vrcholmi

- tak aby súčet ohodnotení hrán tohto prepojenia bol minimálny

Algoritmus riešenia

Zadaný je neorientovaný súvislý graf s vrcholmi a hranami
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Kroky riešenia
- zoradíme hrany podľa veľkosti od najmenšej
- zo zoznamu vyberieme prvé dve s najmenším ohodnotením

- zaradíme ich do minimálnej kostry

- ak je hrán s najmenším ohodnotením viac, vyberieme ľubovoľné dve

- vyberieme ďalšie hrany v poradí podľa veľkosti a zaradíme ich do minimálnej kostry
- tak aby už zaradené s novými nevytvorili kružnicu

- toto opakujeme dovtedy pokiaľ pre počet zaradených hrán neplatí pz=n-1

- potom zoradené hrany tvoria minimálnu kostru

[image: image43.wmf]
Príklad 4.7 Koľko kružníc vznikne v grafe ktorý vytvoríme zo stromu pridaním dvoch hrán?
[image: image44.jpg]



- pridaním jednej hrany do stromu T vznikne jedna kružnica

- druhá hrana vytvorí najmenej ešte jednu kružnicu, ale môže vytvoriť aj ďalšie
- každá s pridaných hrán tvorí vlastný trojuholník a navyše 

- vznikne kružnica dĺžky 4, prechádza pridanými hranami

- viac ako 3 kružnice po pridaní dvoch hrán však vzniknúť nemôžu

* * *

Príklad: Nájdenie centra grafu

[image: image45.png]



1 Ak má strom koreň = centrum 

2 Ak má strom 2 vrcholy centrom je  hrana spájajúca tieto 2 vrcholy 

Ak to nie je takto 

1 - Vytvoríme menší strom T´ patriaci T 

2 - z T vynecháme všetky listy (V4,5,6,7) T je neprázdny graf 

3 - vráti nás to na predchádzajúci bod (V2,6) = rekurzívne centrum 
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* * *

Príklad: Koľko rôznych kostier má graf?

Obr.4.15
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Úplný konečný graf Kn pre (n je väčšie alebo rovné 0)  má presne nn-2 kostier

1. Ktoré hrany je možné vmazať aby zostal strom

2. V prvej kružnici 5, v druhej kružnici 6 možností

3. Máme 5*6 možností vybrať dve hrany na vymazanie

4. Preto je tu 30 kostier

* * *

Ak budeme chcieť zistiť, koľko rôznych kostier má nasledujúci graf môžeme si ho rozdeliť na jednotlivé podgrafy

- výsledok potom získame vynásobením počtov kostier jednotlivých podgrafů (kombinatorickej pravidlo súčinu).
[image: image49.wmf]
Príklad výpočtu počtu kostier pomocou podgrafu
Obr.

[image: image50.png]Smoznosti 1 3 moZnosti
vibéru  moZnost  wybéru
kostry kostry




Na obrázku máme u prvého podgrafu (podgrafy sú oddelené prerušovanými čiarami) 3 možnosti, ako zvoliť kostru (ide o kružnici). V druhom podgrafe je len jedna možnosť výberu hrany (ak by sme túto jedinú hranu nevybrali, graf by prestal byť súvislým a tým by porušil definíciu kostry). V treťom podgrafu máme opäť 3 možnosti výberu.

Výsledkom je teda súčin 3 × 1 × 3 = 9 - máme teda 9 rôznych kostier grafu.

Všetky rôzne kostry daného grafu

Obr.
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* * *
Príklad: Hľadanie minimálnej kostry

Úloha hľadanie minimálnej kostry nám opisuje, ako máme spojiť všetky vrcholy grafu "čo najlacnejšie" - hranami s najnižšou váhou (ohodnotením). 

Hľadanie minimálnej kostry má zmysel u ohodnotených grafov. 

1 Podobne ako u vzdialeností si zavedieme funkciu w, ktorá hranám priradí číslo - tzv váhu.

Zadanie problému potom môžeme matematicky zapísať takto: 
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Pre súvislý graf G = (V, E) s nezáporným ohodnotením hrán w nájdite súvislý podgraf (V, E ') taký, že výraz nadobúda minimálne hodnoty.
Kruskalův algoritmus

Kruskalov algoritmus je jedným z algoritmov pre hľadanie minimálnej kostry grafu. Pracuje na princípe spájania hrán s najmenším ohodnotením, kým tieto hrany nespoja vrcholy celého grafu.

Popis

1 Všetky hrany si zoradíme podľa veľkosti (vzostupne - od hrany s najmenšou váhou).

2 Hranu s najmenšou váhou použijeme ako prvý hranu kostry.

3 Ak sme tým už vytvorili kostru (graf mal len dva vrcholy), končíme. 

4 V opačnom prípade vezmeme hranu s druhou najmenšou váhou.
5 Opakujeme minulý krok, kým vznikajúca kostra nespojí všetky vrcholy grafu.
POZOR! Ak by nám v grafe vznikla kružnice, hranu nepoužijeme.

Kruskalův algoritmus je popísaný aj matematicky

Kruskalův algoritmus je tzv hladný.

Za hladné algoritmy sú označované také algoritmy, ktoré vždy volí v danú chvíľu najvýhodnejšie voľbu (bez toho aby sa snažili "myslieť do budúcnosti").
[image: image53.wmf]
Príklad: Hladanie minimálnej kostri grafu a jeho incidenčná matica

[image: image54.jpg]



n- počet vrcholov

- vypočítame počet hrán → n-1=6-1, počet vrcholov je 5

- hrany s minimálnym ohodnotením sú h24=3 a h45=3, stávajú sa súčasťou minimálnej kostry

- ďalšie hrany v poradí  h13=4, h25=4, h56=4

- vyradíme hranu h25 pretože s hranou  h24 a h45 vytvorí okruh

- spolu musí byť v minimálnej kostre 5 hrán

- preto pridáme ďalšiu hranu

Minimálnu kostru tvoria h13,h24,h34,h45,h56

Hodnota je rovná súčtu ohodnotených hrán MK=4+3+5+3+4=19

Podobne sa dá určiť aj max kostra grafu

12. Planárny graf rovinná mapa a jej vlastnosti

Mapa 12
[image: image55.jpg]Rovinny diagram grafu je taky diagram v ktorom
sa tiary znazornujlice hrany grafu vzdjomne nepretinaji

— hrana sa nesmie nikde kriZit ani prechadzat injm bodom
ako svojim vrcholom

- ma rovinné nakreslenie

| Nerovinny diagram grafu j takj diagram Kory e je rovinnj

[ Pranamy graf Je araf ktory ma aspofi jeden rovinny diagram
Neplanany gra - e oraf Kory e je planamy
-ma iba nerovinné diagrami
Stena - je Cast roviny ohraniena iarami - hranami rovinného
diagramu planarneho grafu = topologicky stvislé oblasti

- n-uholnikova stena je stena ohranicena vrcholmi
a hranami niektorého polygénu grafu ktory je n- uholnik

Rovinna mapa - je st vicholoy, hran a stien rovinného
diagramu planameho grafu

Komponenty grafu - komponenty z Ktorjch je mapa odvodena
Betky podgraty mapy

Konecna rovinna mapa - ovinna mapa s koneénjm poétom
wicholov hrn a stien

Stena rovinne nakresleného grafu je siivsI oblast roviny.
ohranicend nakreslenim grafu - oblasti

Veta RM1 11 - Ak md konecn rovinné mapa V - icholov, H- hran
S- stien-ritane neohranicenjch vokajsich a K - komponentov
potom plati

(VHHIHS)=00+1

Akmapa 2 je mapa kora vznikla z mapy 1
Odstanenim jedne; fubovolnej hrany hmé

Mapa 2 Mapa 1
n-hrén n+1 hrén
52- pocet stien s1-pocetstien

K2 -pocet komponentov M1 k1- pocet komponentov hi1

Podra indukéného predpokiadu plati (V)-n+s2 = k2+1
> Je most
> Nie je most

CyKlomatické Eislo grafu G
~ hovori aky je pocet stien bez vonkaj3ej steny
Veta CC: pre Iubovolnj konecny graf piati e

1 cyklometrick &islo grafu je nezapomé a
fownd sa najmensiemu poétu hran

Po odstraneni klorjch vznikne graf bez kruinice
~ grafjeles

=1 graf md jeden polygén





13. Základné tvrdenia pre  farebnosť grafu, vzťah farebnosti a nezávislosti grafu

Mapa 13
[image: image56.jpg]Motivacia - praktické vyuzitie
Regulime zafarbenie vrcholov

— susedné vrcholy musia mat odiisnii farbu
Chromatické Eisio grafu

— najmensi pocet farieb grafu potrebnj na
reguiéme zafarbenie

- chromaticky graf

~ graf Ktorého vrcholy mézeme zafarbit
reguiéme n-farbami

n-paritnj graf

~ moino ho rozdelit na disjunkiné podmnoziny
Kompletny n- paritn graf

~lubovolné dva vrcholy z réznjch parif st
spojené hranou

Chromaticky index grafu G

~ najmensi pocetfarieb potrebn na regulsme
Zafarbenie hran

1 Kazdj rovinnj graf bez sludiek sa da zafarbit 4 farbami
musi byt bez trojunolnikov

—~ dokazje 210
2 Kazdj rovinnj araf bez sludiek sa da zafarbit 6 farbami
3Kaidj rovinny graf bez sludiek ma viberowi farebnost
~ najviacs





[image: image57.wmf]
Príklad ilustrácie

14. Príklady a riešiteľnosť úloh farbenia grafu

Pomocou teórie grafov možno dokázať, že pre zafarbenie ľubovoľné mapy tak, aby 2 susedné krajiny neboli zafarbené rovnakou farbou, nám postačí štyri farby.

Spojitosť s teóriou grafov

Pre riešenie tohto problému použijeme podobný princíp ako u Eulerova úlohy - každý štát si predstavíme ako vrchol grafu a hranou spojíme štáty, ktoré spolu susedia. Miesto zafarbenie si tiež môžeme predstaviť dosadzovaní čísel k vrcholom. Vďaka tomu možno tiež formulovať problém matematicky (nasleduje).

- Použijeme 4 farby

- Nie je podstatné kde začneme
- vyfarbíme ČR
[image: image58.png]



- susedom priradíme druhú farbu

- títo susedia však nesmú byť susedmi Nemecka SR

[image: image59.png]Krok 3/10

Sousedim piifadime
druhou barvu. Tito
Sousedz ovdem nesmi
Sousedit spolu (Némecka a
SR).





- vyfarbíme PL a Rakúsko, ale farba musí byť iná
[image: image60.png]Krok 4/10

Obdobné daléf sousedé
(Polsko a Rakousko).

Pouzivant barwy:




- teraz potrebujeme štvrtú farbu, ňou vymaľujeme Ukrajinu

[image: image61.png]Krok 5/10

Nastivd pifpad, kay
potiebujeme éturtou barvu
(Ukrajing),





- rovnakým princípom postupujeme ďalej
[image: image62.png]Krok 6/10

A stejnjm principem
postupujeme do wybarven
celé mapy.





15. Invarianty grafov

Mapa 15
[image: image63.jpg]| GRAE
MNulovy - vietky uzly majli rovnaky stuperi s
Diskrétny - pozostava z izolovanjch bodov, neobsahuje hrany
Kompletny - bez sluciek a rovnobeznjch hran, kde si dva uzly susedné
Pamokompletn§ - Kompletnj biparinj oraf s men uzlami
‘Komplementame - dva grafy, obyZajné ktoré majd ti isti mnozinu vrcholov
dvawrcholy st susedné
“Tumaj -neprazany,orientovany, kompletny, zodpoveds Sportovému tumaju
/ hernému systému

[ Excenticita vrcholu grafu Gt
|| uréuje polomer a priemer pseudomigrafu
[ Excentricitaje

@ ustupna
@ vjstupna

Invariant grafu je &iselnd charakteristika
‘smerom k izomorfnost grafu 1

Invariant grafu G - (metricky, nemetrick)

— Ak sa chromatické Gisla rovnajti

chromatickjm indexom, izomorfnjech grafov

‘potom st grafy G a G rownajd.

Prieseénikové Eislo grafu je najmensi moznj.
pocet priesecnikov hran grafu, Koré vanikni,
prinalesleni jeho diagramu v rovine

Nezévislost grafu G -najvac3i moinj pocetrcholov
Dominujiica mnozina- najvagsi moznj pocet vicholov
Centrum grafu- je mnodina wrcholuv grafu

\ s minimélnou excenticitou

| [ Jadro grafu_je mnozina wrcholov arafu
|| = Koré st nezdvisié a dominujice nemusia

vidy existovat (nespliest jado  centrum)
Kiika grafu - e kaidj maximalny kompleinj podgraf arafu
Rez grafu- oddeluje vicholy uav
Most e jedin hrana Ktord sama tori rez
Artkulacia - je jedinj vichol Klorj sam ori rez
Tok- wmedzuje proces paralémej prepravy urdite entiy
Ford -Fulkenova veta - & veta 0 maximainom {oku v siet
—pre danii siet je hodnota maxmaineho toku rownd
hodnote jej minimaineho rezu
Maximainy tok - jeho airoitmus bude pod grafom
Cheeme zstt hodnoty premennjch, Kloré minmalizuji
hodnotu stdinu za urditjch podmienok





[image: image64.wmf]
Úloha o strážnikoch- petersonov graf, nakresliť, príklad
!!!Matice: Susednosti, Incidencie, Distančná,  Laplaceova
Pre grafy s väčším počtom vrcholov je vhodnejšie použiť maticový opis grafu. V súčasnosti je to výhodné aj preto že programové prostriedky umožnujú jednoduché spracovanie matíc.
Matica susednosti

Ak existujú dva vrcholy priľahlé (susedné) medzi ktorými je hrana, tieto vrcholy majú medzi sebou reláciu(vzťah), vieme ich opísať pomocou matice susednosti neohodnoteného neorientovaného grafu.

aij= 1→ hrana existuje

aij=0 →hrana neexistuje

A= 
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Vlastnosti matice susednosti A neorientovaného grafu

- symetrická matica

- súčet prvkov i-teho riadku predstavuje stupeň vrcholu deg(ui)

Rovnako môžeme skonštruovať nesymetrickú maticu susednosti A orientovaného grafu.

Vlastnosti 

- nesymetrická matica
- súčet prvkov i-teho riadku predstavuje vnútorný stupeň vrcholu deg-(ui) a i- teho stĺpca. Vonkajší stupeň deg+(ui)

Matica incidencie

Ak hovoríme o incidencii ide o vzťah dvoch prvkov rôznej dimenzie 
S= 
[image: image66.wmf]{

}

ij

s

 pre n- vrcholov, a m- hrán
Pre tieto prvky platí

sij = 1 → vrchol ui je incidentný s hranou hj

sij = 0 → vrchol ui nieje incidentný s hranou hj
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Dištančné matica

Pre hranovo ohodnotené grafy možno použiť ďalší spôsob. Je to matica ohodnotení hrán
!!!Úloha Dantzingov algoritmus
Výhodou FF a dantzigovho algoritmu je že poskytujú udaj o vzdialenosti od začiatku do konca všetkými vrcholmi
Danzingov algoritmus je prepracovaním FF algoritmu

[image: image68.wmf]
!!! Riešiť príklad CMP- hladanie cesty
16. Párenie v grafe grafová interpretácia priraďovacieho problému
17. Graf K5, Kuratowského graf a planárnosť konečného grafu
Graf K5 je neplanárny
Graf K3,3 parnokompletný graf je tiež neplanárny

Kuratowského grafy → všetky grafy ktoré získame z grafu K5 a grafu K3,3 vrátane týchto získame tak že 

→ ich hrany rozdelíme na viac hrán pomocou vrcholového druhého stupňa

→ hranám Kuratowského grafu priradíme orientáciu

Konečný graf je planárny ak neobsahuje žiaden podgraf ktorý je kuratowského grafom
18. Efektívnosť, časová a pamäťová zložitosť algoritmov. Polynominálny, nedeterministický heuristický algoritmus.
19. Počet ciest v orientovanej sieti
Sieť je konečný súvislý orientovaný alebo neorientovaný graf v ktorom spravidla platí že 

→ má jeden prameň a jedno ústie

→ neobsahuje násobné hrany ani uzly


[image: image69.emf]Microsoft Equation  3.0


20. Najkratšia (minimálna) cesta v sieti. Ford- Fulkersonov algoritmus
Najkratšia cesta v sieti je úloha, ktorá rieši najčastejšie optimalizáciu dopravy. V grafe orientovanom aj neorientovanom.

Výber komunikácie ktorá spája dva ľubovoľné vrcholy v grafe. 
* z jedného definovaného vrcholu do ďalšieho

* z východiskového vrcholu do ostatných

* medzi všetkými vrcholmi navzájom

→ tak aby bola minimalizovaná celková dĺžka cesty

Predpoklad je že 

→ existuje súvislý, hranovo ohodnotený graf

Existuje niekoľko prístupov

- Matematické programovanie

- Algoritmy na nájdenie najkratšej cesty z východiskového vrcholu do všetkých vrcholov v grafe
1. Fordov – Fulkersonov FFA –orientované grafy, špecialne číslovanie
2. Dantzigov – vhodné aj pre neorientované grafy

3. Dijkristova - základná metóda, pre hladenie ciest medzi všetkými vrcholmi v grafe navzájom
4. Tabourierov

- Algoritmy na nájdenie najkratšej cesty medzi všetkými vrcholmi

1. Stromy minimálnych vzdialeností

2. Minimálne sčítanie matíc

3. Floydov algortmus – vhodná pre hladenie minimálnej cesty medzi všetkými vrcholmi
Dijkstrovej algoritmus je založený na vete – Ak existuje  minimálna cesta medzi vrcholmi Vp a Vk a vrchol Vj na nej leží, potom minimálna cesta medzi vrcholmi Vp a Vj je súčasťou minimálnej cesty medzi vrcholmi vp a vk.

[image: image70.wmf]
Princíp riešenia

5.1/137 

Príklad: Úloha najkratšej cesty v sieti a najkratšej okružnej cesty
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	P7(20)
	P6(20)
	P7(51)

	
	P4(39)
	
	P5(48)
	P6(28)
	P8(59)
	
	P8(51)
	

	
	
	
	
	P7(40)
	
	
	
	

	ITERACIA
	1
	
	
	
	
	
	2
	3


Vychádzame s jednotky a zapisujeme iterácie
0. P1=0

1. (36P2,27P3,39P4)=39P4
2. (40P4,20P6,P851)=40P4

3. (59P5,51P7)=51P7
Cesta z Piešťan do Kremnice po najkratšej trase je 39+40+51 = 13 KM
	
	Piešťany P1
	Trenčín P2
	Prievidza P3
	Topoľčany P4
	Nitra P5
	Kremnica P6
	Topoľčianky P7
	Beňadik P8

	Piešťany

P1
	-
	36
	27
	39
	
	
	
	

	Trenčín

P2
	36
	-
	
	
	63
	
	
	

	Prievidza

P3
	27
	
	-
	36
	48
	
	
	

	Topoľčany P4
	39
	
	36
	-
	
	28
	40
	

	Nitra

P5
	
	63
	48
	
	-
	
	
	59

	Kremnica

P6
	
	
	
	28
	
	-
	20
	

	Topoľčianky P7
	
	
	
	40
	
	20
	-
	51

	Beňadik

P8
	
	
	
	
	59
	
	51
	-


Účelová funkcia vyjadruje cieľ minimalizáciu prejdenej vzdialenosti
f(min)= 36x12+27x13+39x14+
36x21+63x25+
27x31+36x34+48x35+
39x41+36x43+28x46+40x47+
63x52+48x53+59x58+
28x64+20x67+
40x74+20x76+51x78+
59x85+51x87

               x12+x13+x14-x21-x31-x41= 1
                               x21+x25-x12-x52=0
                x31+x34+x35-x13-x43-x53=0
x41+x43+x46+x47-x14-x13-x43-x53=0
                x52+x53+x58-x25-x35-x85=0
                               x64+x67-x46-x76=0
               x74+x76+x78-x47-x67-x87=0
                              x58+x87-x85-x87=1
+ po uzle sa pôjde – koeficient xy
- VYMENENÉ KOEFICIENTY yx
1 - cesta bude realizovaná → realizované sú vždy len prvá a posledná
0 - cesta nebude realizovaná
[image: image72.wmf]
21 Dantzingov algoritmus hľadania najkratšej cesty
Výhodou FF a dantzigovho algoritmu je že poskytujú udaj o vzdialenosti od začiatku do konca všetkými vrcholmi
Danzingov algoritmus je prepracovaním FF algoritmu

Operácia minimálneho sčítania

Distančná matica
22. LP formulácia úlohy o najkratšej ceste
Na riešenie týchto úloh je k dispozícii veľké množstvo algoritmov.

Floydov algoritmus – vychádza z dištančnej matice, výpočet realizujeme v tabuľke

Minimálne sčítanie matíc
23. Najkratšie cesty medzi všetkými uzlami siete –metóda minimálneho sčítania

24. Zovšeobecnenie metódy minimálneho sčítania, zrýchlené sčítania
25.  !!!Najdlhšia cesta v sieti
Predpokladom nájdenie najdlhšej cesty v sieti je acyklickosť

26. Cesta s najväčšou pravdepodobnosťou
Okrem úloh kde riešime nájdenie najkratšej cesty často riešime aj úlohy inej optimalizácie napr
→ cesta s maximálnou pravdepodobnosťou – vojenské analýzy, prenos informácií, súvislý hranovo ohodnotený graf, hodnoty zapisujeme maticou pravdepodobnosti, použijeme upravený Dantzingov algoritmus

→ cesta minimálnou pravdepodobnosťou

→ cesta minimálnou priepustnosťou – kapacita prepravnej siete, súvislý hranovo ohodnotený graf, hodnoty zapisujeme maticou priepustnosti, použijeme upravený Dantzingov algoritmus

→ cesta maximálnou priepustnosťou

[image: image73.wmf]
27 Optimálne toky v sieti ( na skúške len orientované siete)
Tok, kapacita strany,veľkosť toku

Úloha tranzitné uhly

!!!Aké sú princípy pri hľadaní optimálneho toku

28 Toky v sieti základné pojmy a zápisy

 - jeho alroritmus bude pod grafom 

Chceme zistiť hodnoty premenných, ktoré minimalizujú 

hodnotu súčinu za určitých podmienok 

29 Maximálny tok v rovinnom grafe
[image: image74.wmf]
30 Všeobecný algoritmus hľadania maximálneho toku

!!! Na skúšku budú udané východiskové toky v hranách

Plný tok

Tok nie je plný

Etapa I. – značkovací postup

Etapa I.II.

Úloha maximal flow

Shorters path problém

31 LP formulácie  úlohy o maximálnom toku

32 Minimálny tok v sieti

33 Dve základné tokové úlohy

34 ??? Ak nepošle materiály otázku vynechať
35 ??? Ak nepošle materiály otázku vynechať
36 Riešenie úlohy čínskeho poštára

37 ??? Riešenie úlohy obchodného cestujúceho → len hlavný princíp
38 Riešenie TSP metódou penalizácie uzlov

39 Riadenie termínové plánovanie projektov

40 ???  Hranovo a uzlovo orientované siete → spôsob transformácie US na HS a opačne
41 Časová analýza – hladanie kritickej cesty v hranovo orientovanej sieti
[image: image75.wmf]
Príklad: Výpočet kritickej cesty
Výpočet kritickej cesty v sieti slúži predovšetkým na určenie harmonogramu rôznych projektov

- časové rozvrhnutie

- maximálna prípustnosť

Výrobný proces možno rozdeliť na jednotlivé činnosti, ktoré na seba logicky nadväzujú

- parametre jednotlivých činností sú presne definované

Používame metódu CPM – parametre sú presne definované, očakávame presné časy trvania činností
Používame metódu PERT – parametre sú určené len s určitou pravdepodobnosťou definované, časy dopočítame podľa vzorca
Riešenie úlohy

Úloha A, B

- činnosť prebieha paralérne, činnosti sú nezávislé

[image: image76.jpg]macie n

kde ) a £ vypoditame podla vziahov (5.14) a (5.15). Grafické rieSenie je uvedené na obriz-
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ku 5.5.





	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	HRANA
	CAS
	Najskôr
	možný
	Najneskôr
	možný
	

	hrana
	
	ZACIATOK
	KONIEC
	ZACIATOK
	KONIEC
	REZERVA

	ij
	dij
	t0
	t0+dij
	t0
	t1+dij
	Rc ij

	1,2
	6
	0
	6
	
	
	

	1,3
	7
	0
	7
	
	
	

	1,4
	5
	0
	5
	
	
	

	1,5
	4
	0
	4
	
	
	

	2,4
	5
	6
	11
	
	
	

	3,4
	0
	7
	7
	
	
	

	3,6
	6
	7
	13
	
	
	

	3,7
	4
	7
	11
	
	
	

	4,7
	8
	11
	19
	
	
	

	5,6
	6
	4
	10
	
	
	

	6,7
	8
	13
	21
	
	
	


- zapíšeme všetky uzly čo spolu súvisia do stĺpca hrana
- dĺžka trvania operácie do stlpca čas

* * * 

STAR vyhrala konkurz a rozplánovala stavbu na 9 mesiacov
[image: image77.jpg]



	CINNOST
	TRVANIE
	PREDCHADZAJUCA CINNOST

	A –výstavba budovy
	9
	-

	B- prenájom obchodných priestorov
	6
	-

	C – kolaudačné rozhodnutie
	3
	-

	D – nábor pracovníkov
	2
	A

	E – zariadenie  priestorov
	2
	A

	F- príprava priestorov
	3
	B,C

	G – vyškolenie zákazníkov
	3
	C,D


	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	HRANA
	CAS
	Najskôr
	možný
	Najneskôr
	možný
	

	hrana
	
	ZACIATOK
	KONIEC
	ZACIATOK
	KONIEC
	REZERVA

	ij
	dij
	t0
	t0+dij
	t0
	t1+dij
	Rc ij

	A1,2
	9
	0
	9(9+0)
	0
	9
	0

	B1,4
	6
	0
	6(6+0)
	
	
	

	C2,3
	3
	9
	12(3+9)
	
	
	

	D2,5
	2
	9
	11(2+9
	
	
	

	(FČ1)3,4
	0
	12
	12(0+12)
	
	
	

	(FČ2)3,5
	0
	12
	12(0+12)
	
	
	

	E3,6
	2
	12
	14(2+12)
	
	
	

	F4,6
	3
	12
	15(3+12)
	
	
	

	G5,6
	1
	12
	13(1+12)
	
	
	


FČ – Fiktívna činnosť ktorú musíme vytvoriť aby mohla nasledovať ďalšia činnosť ktorá na ňu nadväzuje
42 ??? Celková nezávislá voľná časová rezerva → aké ďalšie rezervy existujú
43 Nákladová analýza, konštanta nákladového spádu, skracovanie kritickej
 Cesty
44 Prečítať informatívne

45 Prečítať informatívne
46 Metóda PERT → vytvoriť žiadané CPM( vzorec)

47 Charakteristika metódy GERT, typy uzlov

48 Vynechať

49 Vynechať
50 Vynechať
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